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Resume. Démonstration combinatoire d’une propte d'intégralité relative aux partitions d’'un rec-
tangle en rectangles.
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On pesente dans cet article unermdonstration combinatoitre de la proposition 1. Dans toute
la suite, tous les rectangles coresigs ont une aire strictement positive.

Proposition 1 Soit un rectangle R et une partition de ce rectangle en un nombre fini de
rectangles. Si on suppose que chaque rectangle de la partition a au moirtséiertier,
alors le rectangle initial R a au moins udt& entier.

Une preuve analytique de cesultat est bien connue : il suffit de trouver une prefrad-
ditive caracérisant le fait pour un rectangle d'avoir ubte entier . Par exemple l'idgrale

de la fonction(z, y) — sin (27rx) sin (27ry) sur un rectangle quelconque est nulle si et seule-
ment si un été du rectangle est entier. Ainsi, si cette fonction est dinale nulle sur chaque
rectangle de la partition, il en est d&me pour le rectangle initial, qui jouit donc de I&me
propriéte.

Une autre approche, tout aussi naturelle consistsuivre le ©té entier” pour aboutia un
autre sommet. Cetteetharche nous permet d’obtenir unentbnstration de la proposition 1
qui ne fait appel qué la notion de groupe @pant sur un ensemble.

Commencgons par pciser le cadre dans lequel setachera ce qui fait le coeur de la preuve.

Définition 1
-Un graphe @gonétrique de rectanglesst une union de rectangles d&mteurs dewa deux
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disjoints dansR?.

-Un noeud du graphesst un sommet d'un rectangle du graphe.raltiplicité d’'un noeud
est le nombre de rectangles dont il est le sommet.

-Un sommet du graphest un noeud de multipliét1.

Remarque 1 Il est clair qu’un point quelconque d&* est sommet d’au plus quatre rec-
tangles. Dans le cas de la partition d'un rectangle les noeuds du graphetassopour
multiplicité 1,2 ou 4.

NotonsR I'ensemble des rectangles d’'un graphe de rectanglds lignsemble des noeuds
du graphe. SoiZ = N x R etpy, ps les projections :
p1:Z—N, py:Z—R.

Définition 2 On appellefonction de deplacementoute applicationf de 'ensembleZ dans
lui-méme, involutive et sans point fixe telle qugo f = po.

Remarque 2 définir une fonction de &placement revierit se donner pour chaque rectangle
du graphe une permutation de ses sommets qui est le produit de deux transpasitippsrt
disjoints.

Définition 3 On appellefonction de transitiontoute application involutivg’ de I'ensemble
Z dans lui-néme telle quep; o f = p; (I'application f conserze les noeuds du graphe).

Remarque 3 Dans la cas de la partition d’un rectangle en rectangles, les seuls noeuds du
graphe assoeide multiplicie impaireétant les sommets (il n'y a pas de noeud de multi@icit
3), il existe des fonctions de transition ayant la pregari

Vz € Z, f(z) = z si et seulement gi; (z) est un sommet du graphe. (x)

Pour touts sommet du graphe, il existe un unigélement de: € Z tel quep;(z) = s. Par
abus de langage, nous appelerons sommet du graphélement: € Z tel quep; (z) estun
sommet du graphe. Choisissons une fonction&aatemend et une fonction de transition
T vérifiant () etétudions les orbitéslesélements deZ sous I'action du group€& engende
pard o 7 lorsque le graphe de rectangles est fini.

Proposition 2 L'orbite sous I'action deGG d’'un sommet du graphe contient deux points
invariants parr et deux seulemerd, savoirz et un autre sommet. De plus cette orbite est
synétrique par rappori chacun des pointseta.

La proposition 1 est un corollaire de la proposition 2 puisqu’on peut, dans ceatims:; dne
fonction de transition dont les points fixes sont les sommets du rectangle initiaéfDit &

1. D'un point de vue heuristique, ces orbites peuvatnt compaes aux trajectoires du billard dans le
rectangle. Dans certains cas particuliers, les trajectoires sépgerigiées”, elles reviennent sur elles-
mémes. On s'iriresse dans ce qui suitl'orbite d'un sommet du graphe, les orbites des sommets
correspondant aux trajectoire8gdrerées.
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fonction de @placement selon la remarque 2 en prenant pour chaque rectangle de la partition
la permutatioregale au produit de deux transpositi@fangeant deux sommets sur letes
paralkles de longueur emie (on choisit une direction si tous l&st&s sont entiers).

Démonstration z € Z étant un sommet du graphe, notgre cardinal de l'orbite= > de 2.

Sachant que(z) = z, une Ecurrence imradiate montre que pour toktentier naturel non
nul, (§07)" (2) = 60 (607)* " (2). Pour toutk € N* associons (§ o 7)* (z) le couple
((6 o) (2),80 (o)t (z)). Aux élements deu deux distincts d€'z écrits dans

I'ordre ((6 07)(2),(607)(2),...,(60T) (2) = z) correspond la liste :

L= ((z,&(z)),(706(2),50705(2)),..., ((7'06)p71 (z),60 (ro8)P (z)))
On obtientZ a partir dez en appliquantp—1) fois de facon alter@es et dans cet ordre puis

unep®MEfois §. Les seconds termes des couples compasdatment la liste deglements
deG-=.
Remarquons quéo (70 8)” " (z) = (§ o 7)” () = z. De pluss et sont d’ordre 2. Lisant
la liste L de droitea gauche, on applique dorcz de facon alteree s et = dans cet odre
(p — 1) fois puis encore une foi& La liste ainsi fornée est donc la dme. Autrement dit, la
liste L vue comme un mot est un palindrome. Notenkinversion du sens de lecture d’'un
mot. L étant un mot de longueur paire, on péatire :5 o (10 6)" "' (z) = (fo7)" (2) = 2
ou M;, i = 1,2 sont des mots non vides dééme longueur. Alors :
L= (Mi,a,b,Ms) =0 (L) = (c(Ms),b,a,0 (M))

d'ota = b. Soit7(a) = a, soitd(a) = a; commed n'a pas de point fixer(a) = a. Il en
résulte que: est le second terme d’un couple formdntdonc M, étant non videg est un
élement de7z distinct dez.
Enfin, sia € Gz \ {z}, laliste L s’écrit sous la forme syétrique :

L=((20(2),..-(6(a),a) | (a,6(a)),...,(0(2),2)) )
ce qui montre l'unicié dea € Gz \ {z} tel quer(a) = a (p est paireta = (§o7)2 (2)) et
la symétrie deGz par rapporg z eta. O

Remarque 4 La preuve analytique de la proposition &t®nd au castola partition du rec-
tangle estinfinie. La@monstration que nous avortswélopee sétenda ce cas en remarquant
gue dans un un rectangle dont on prend un sommet comme origine, il n'y a qu’'un nombre
fini de pointsa coordonges engres. On en &duit que I'orbite d’'un sommet est finie et le
raisonnement @sené s'applique.

Quelques prolongements lagssen exercice :

Soit A 'ensemble des points fixes deet N = card A. Le fait queN est pair est un corollaire imadiat

de la proposition 2.

L'orbite Gz dez € Z sous l'action d&5 intersecte son image parsi et seulement gi7z contient
exactement deux points invariants pail y a % trajectoires dgererées.

Soit 7 telle queTiz\a = 72\ 4 €t pour toutz € A, 7 (z) est le second point d&'z invariant parr.

Alors 7 n’a aucun point fixe et les orbites asss$a 7 o § sont "non @gerérées”.

Enfin, dans le cas de la partition d'un rectangle en rectangles, si aucun noeud du grapléenéssoci

de multiplicite 4, il est impossible de faire correspondre deux sommets du rectangle diagonalement
oppogs par I'action de.



